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Résumé. Dans cet article, nous proposons un ensemble de techniques analytiques pour
I'évaluation exacte de la fiabilité des réseaux. L’algorithme général permet d’effectuer des
remplacements des structures topologiques complexes identifiées dans le réseau par des
sous-structures plus simples. Dans le cas général, ce processus s’appelle réduction
polygone-a chaine. Le principe utilise les techniques de décomposition et de réduction
basées sur le théoreme de factorisation de Moore et Shannon. L'objectif est de montrer
que méme dans le cas ou les nceuds et les liens d’'un réseau stochastique peuvent étre
sujets a des défaillances, I'évaluation de la fiabilité devient aisée une fois le réseau est
prouvé décomposable. Pour cela, nous proposons des outils mathématiques et un

algorithme qui permettent de calculer la fiabilité en temps linéaire.

Mots-clés. Fiabilité des réseaux, méthodes de décomposition polygone a chaine,

théoréme de factorisation, NP-complexité.
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Algorithme robuste pour I'évaluation de la fiabilité des réseaux sujets a des défaillances aléatoires

1. Introduction

Dans ce papier, nous nous intéressons au développement d’un ensemble de modéles
analytiques pour I’évaluation de la fiabilité des réseaux. Les réseaux dans notre cas peuvent
représenter la structure de systemes dans un sens large (transport, logistique,
télécommunication, informatique, systemes embarques, etc.) Pour cela, nous utilisons le
concept de réseaux stochastiques pour modéliser le fonctionnement de ces systémes qui
sont supposes étre sujets a des bris aléatoires. Le réseau ainsi formé est composé de nceuds
reliés par des connexions (liens). Ces nceuds et ces liens peuvent dans la pratique ne pas
fonctionner correctement (Rebaiaia et al., 2010), (Rebaiaia, 2011).

Pour évaluer la fiabilité du systéme, il est nécessaire de connaitre la fiabilité de chacun de
ses composants ainsi que sa structure. Dans la pratique, il n’existe pas une forme générale
et unificatrice pour un tel calcul, sauf dans le cas ou les structures sont des cas particuliers
de type-- paralléle, série, série-paralléle, standby, k-parmi-n, etc. (voir table 1). Pour les
réseaux, les méthodes principales d’évaluation de la fiabilité sont fondamentalement basées
sur I’exploitation des chemins et des coupes minimales (Lin et al., 2003), (Rebaiaia et al.,
2012), (Rebaiaia et Ait-Kadi, 2012) les méthodes de réduction (Rebaiaia et al., 2009), des
sommes de produit-disjoints (Abraham, 1979), (Heidtmann, 1989), (Locks, and Wilson,
1992), des diagrammes binaires de décision (Liu et al. 1993), (Bryant, 1986), (Rebaiaia et
Ait-Kadi, 2012) et le concept d’inclusion-exclusion (Dohmen, 1998). Le probléme
d’évaluation de la fiabilité dans ces cas, est un probléme NP-difficile (\Valian, 1979) d’ou la
nécessité de développer de nouveaux outils de calcul pour a la fois évaluer la fiabilité du
réseau et optimiser sa conception. Cependant, les méthodes proposées dans la littérature
traitent de configurations particulieres d’ou leur performance a été évaluée pour de cas
simples dont la valeur de la fiabilité est connue ou aisée a évaluer.

En face de la complexité des réseaux modernes, il devient important de proposer de
nouvelles techniques plus efficaces. Tout au long de ces derniéres décennies, certaines
méthodes ont été élaborées, comme celle de Moskowitz (1958). Ce dernier a introduit une
solution qui utilise le théoreme de décomposition par factorisation basée sur le théoréme de
Moore et Shannon (1956). Depuis lors, de nombreux articles ont été consacrés a ces idées,
comme ceux de Misra (1970), Murchland (1973), Rusenthal (1974) et Nakazawa (1976).

CIRRELT-2013-74 1



Algorithme robuste pour I'évaluation de la fiabilité des réseaux sujets a des défaillances aléatoires

D’autres travaux plus intéressants ont été publiés par Satyanarana et Chang (1983),
Satyanarana et Wood (85), Wood (86), (Rebaiaia et al., 2009, 2010, et 2012) et dans
lesquels leurs auteurs proposérent un cadre unifié sur la base du théoreme de factorisation
permettant ainsi, d’évaluer la fiabilité des réseaux dont les nceuds sont totalement fiables
(cas des réseaux parfaits). Il est bien connu que dans la pratique, les réseaux deviennent trés
sensibles et imposent le fait de considérer non seulement les liens mais aussi les nceuds
comme probablement défaillants, c’est le cas par exemple des réseaux de transport et de
télécommunication.

Le but de ce papier est précisément d’élargir les travaux de Satyanarana et Wood. (1985) et
ceux de Theologou et Carlier (1991), pour le cas de réseaux dont les nceuds et les liens
peuvent étre défaillants. Dans la littérature, plusieurs chercheurs ont repris 1’idée de
réduction par factorisation polygone-a chaine (Choi., 1995), (Fratta and Montanari, 1973),
mais sans aller loin dans leur développement. Dans Theologou et Carlier (1991), les auteurs
ont fait valoir que la décomposition polygone-a chaine ne peut étre appliquée lorsque les
nceuds d’un réseau sont défaillants. Nous allons a travers ce travail montrer comme 1’a fait
Wood (1986) pour les cas des réseaux parfaits, qu’il est possible d’obtenir un algorithme
polynomial pour les cas ou les liens et les nceuds soient imparfaits. Cet algorithme permet
de simplifier des graphes de type-1, de type-2 jusqu’au type-7 (voir de plus pres
Satyanarana et Wood (1985), (Simard, 1996), (Rebaiaia et al., 2009), (Rebaiaia, 2011) pour
comprendre cette notion de types) par application du théoréme de factorisation. Nous
démontrerons ensuite que les développements mathématiques prendront en charge d’un
coté les réductions polygone-a chaine de type 1 et de type 6 pour le cas ou seuls les liens
sont défaillants et de type 1 et de type 7 lorsque les liens et les nceuds sont imparfaits. Par
similitude, les lecteurs intéressés peuvent trés facilement retrouvés les développements
pour les autres sous-structures (type-2 par exemple). Cependant, il est utilisé de savoir que
pour le cas parfait Satyanarana et Wood (1985) ont présenté une demonstration qui traite
uniquement la réduction polygone-a chaine du type 7 sans passer par le type 1. Nous nous
sommes appliqués dans ce travail & démontrer de deux facons différentes la validité de
quelques théorémes en rapport avec la factorisation, ainsi qu’avec les travaux de
Satyanarana et Wood que nous enoncerons par la suite. Pour le cas de la transformation

polygone-a chaine des réseaux imparfaits, a notre connaissance, c¢’est notre travail qui
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aborde de fagon unique, claire et détaillée cette problématique. Nous résumons dans la table

6 toutes les décompositions polygone-a chaine dans le cas des réseaux imparfaits.

Le contenu de cet article est structuré comme suit: la section 2 présente les bases théoriques

du principe de réduction, du théoréme de factorisation et de la décomposition polygone-a

chaine. A la section 3, les modeéles traitant la factorisation polygone-chaine de type-1 et de

type 6 sont détaillés, dans le cas ou seuls les liens sont sujets aux défaillances. La section 4,

traite I’application du principe de la factorisation dans le cas des réseaux imparfaits.

L’algorithme et un exemple pratique sont résumés dans la section 5 et une conclusion est

présentée dans la section 6.

Table 1. Structures simples, fonctions de structures et fonctions de fiabilités

Structures Fonction de structure Forme mathématique

— d(X(1)) = R(t)

A ; _{1 si i fonctionne

x()= 0 siiestenpanne
—0O O ox®) =] [x® RO =] [R©
A A An i=1 i=1
= () =1~ [a-x@) RO =1-] [a -~

i=1 i=1

o(x®) =1~ [a -] [x®
i=1 j=1

m

RO =1-] [a-] [rRy®

i=1 j=1

12118y 21

R

o(x®) =] Ja-] Ja-x,o»
i=1 j=1

R(t) = ﬁ(l - ﬁ(l —R;j())
i=1 j=1

n

n
. 1,si2x-t >k R =) Clpi(1—p)-i
K parmi n o(X(t)) = j (0 ®) £, 2! (1=p)
0, sinon
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2. Préliminaires
2.1 Notions de base

Un réseau est un graphe G = (V,E) ou V est un ensemble fini de n nceuds (sommets) et E
un ensemble fini de m arétes qui sont les liens permettant de rendre possible la
communication entre les noeuds. Si le graphe est orienté, on parlera d’arcs au lieu d’arétes.
On associe a chaque arc et a chaque nceud une probabilité de bon fonctionnement et on
considere que ces derniéres sont statistiguement indépendantes. Nous adoptons la notation s
et t pour définir le choix du sommet source et du sommet de destination et 1’on parlera alors
d’un probléme 2-terminaux, dit aussi terminal-paire (Deo et Medidi, 1992), (Yoo and Deo,
1988), (Dotson et Gobien, 1979). Pour certains réseaux, on peut en outre s’intéresser a
I’évaluation de la probabilit¢ que K-nceuds soient reliés entre eux, on parlera alors de la
fiabilité K-terminaux notée R(Gy) qui représente la probabilité que tous les K-nceuds soient
reliés entre eux par une arborescence (noter que les K-nceuds sont dessinés par des rond
pleins). La généralisation d’une telle notion parait nécessaire pour certaines classes de
problémes, dits tous-terminaux. Notez qu’un 2-terminaux suffit amplement a définir la
fiabilité du réseau.

Dans la pratique deux situations peuvent se produire lorsqu’il est question de calculer la
fiabilité d’un réseau. Soit que ce réseau est réductible et qu’on lui applique successivement
une série de regle de réductions simples du type série, série-paralléle, réduction de degré-2,
delta-étoile et vice-versa, ou bien, dans le cas contraire le graphe est alors irréductible (voir
figure 1), on procede alors par ’application d’une série de réductions dites polygones-a
chaines (Theolougou et Carlier, 1991), (Wood, 1986).

e e
NN " .

Figure 1. Gauche : Graphe réductible Droite : Graphe irréductible
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Pour mieux expliquer la problématique de la factorisation, nous présentons dans ce qui suit,
certaines définitions et formalismes qui seront utilisés comme éléments de base a notre
contribution. Toutefois, il est important de noter que les opérations de réductions serie-
parallele sur un graphe réductible peuvent étre calculées en un temps linéaire et ceci

dépendamment de la taille du graphe (Wood. 1985).

2.1.1 Principe du Théoreme de Factorisation

Les méthodes de factorisation dites aussi de réduction, utilisent le théoréme de factorisation
de Moore & Shannon. Elles consistent essentiellement a décomposer un graphe en faisant
des hypothéses sur 1’état d’'un composant, jusqu'a ce que 1’on obtienne des graphes a
configurations simples. Le théoréme des probabilités totales permet alors de calculer la
fiabilité du graphe a partir de sous-graphes ainsi obtenus. L’idée derriére ce processus étant
de postuler dans un graphe qu’un arc € est bon (@ (X(t)) = 1|x, = 1) revient a dire que la
communication a travers cet arc est assurée. Le cas contraire s’écrit (CD(X (t)) =1|x, =
0). Dans un graphe orienté, une communication parfaite entre deux nceuds est équivalente a
les fusionner en un seul nceud, et I’impossibilit¢é de communiquer a travers un arc entraine
sa suppression. Il est a noter que qD(X(t)) = 1 signifie que la valeur de la fonction de

structure étant égal a 1 lorsqu’on sait que X (t) est un vecteur a valeurs aléatoires.

Considérons un graphe G dans lequel on choisit un composant j aléatoirement. Le théoreme
des probabilités totales permet pour ce composant j, d’exprimer la fiabilité du graphe G

par :
R=Pr(o(X(®))=1)

=Pr(®(X(®)) = 1|x; = 1) x Pr(x; = 1) + Pr(®(X(®)) = 1|x; = 0)

X Pr(xj = 0) 1)
Si I’on substitue la probabilité Pr(x; = 1) par R; et Pr(x; = 0) par (1—R;) qui sont
respectivement les probabilités de bon fonctionnement et de défaillance, Il s’ensuit, que :
R=Pr(o(X(¥)=1)

=Pr(®(X(®)) =1|x; =1) x R; + Pr(®(X(0)) = 1|x; =0) X (1 — R)) @)

CIRRELT-2013-74 5
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Ce processus de décomposition se poursuit autant de fois qu’il est nécessaire, autrement dit,
jusqu'a ce qu’une structure simple soit trouvée (si elle existe) et dont la fiabilité est facile a
évaluer. 1l est a noter que le choix de certains composants peut parfois faciliter le nombre
de décompositions, ce qui nécessite d’utiliser une heuristique pour le choix. Cette fagon de
raisonner permet de postuler qu’un lien entre deux nceuds est équivalent a fusionner ces

deux nceuds en un seul. Le contraire, conduit a supprimer ce lien.

Notons que 1’équation (2) est identique a 1’équation (1) en supposant que si e; = (u,v) est

un lien du graphe G, et, F et Fi dénotant respectivement que 1’événement e, (le
composant) soit qu’il fonctionne, soit qu’il est défaillant. Nous rappelons que la probabilité
p; estégalea l - g; . On peut par la suite exprimer la fiabilité du reseau G, par :

R(Gx) = piR(Gk|F;) + q;R(Gg|F;) = p;R(Gy,) + q;R(G,) 3)

A partir du théoreme des probabilités totales, certains auteurs ont énoncé simplement le
théoréme de factorisation, qui permet d’écrire que pour un composant €, choisi

arbitrairement, la fiabilité du réseau (G) est exprimeée par :

R(G) = p.R(G *e) + (1 —p)R(G —e) (4)
Ou
R(G) :lafiabilité du réseau G.
R(G xe) : laprobabilité que le systeme fonctionne lorsque le composant e fonctionne
(Iarc e est contracté).
R(G —e) : la probabilite que le systtme fonctionne lorsque le composant e est
défaillant (I’arc e est élimine).
Et tel que :

Gxeg=V—-u—v+wkE—e;), avec w=uUv

G—el-=(V,E—el-)

K’:{ Kif uvék 5)
K—u—-v+wifuekK ouveKk

K" =K

Pour illustrer le théoreme de factorisation nous présentons un graphe simple dit Bridge

network ou Pont de Kdnigsberg (figure 2). Pour cela, supposons que le composant 3 étant

6 CIRRELT-2013-74
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I’élément pivot sur lequel portera notre choix, les différentes étapes de décomposition sont

alors illustrees dans la figure suivante.

i
*Er
- . "
* v [
Al
b -
wl

e e =
o imt '{

l |

Erape X

P &+ F &=
- [ | J | '—- - |
E— | =
| B = | Ea -

_F'l r'-?"'\fi:hr"'{'r.fl -

Figure 2. Décomposition du réseau Pont de Koénigsberg.

Connaissant la fiabilité p;, p,, p3, 4 et ps de chaque composant ainsi que le composant
pivot (ici le composant 3), la fiabilité du systeme peut étre facilement évaluée a partir de
relations résultantes identifiées par les feuilles de I’arbre de décomposition exprimée
mathématiquement par 1’équation (6).
R(G) = peR(G *e) + (1 —pe)R(G —e)
=p3[1 -1 —p)A—p)I[1 -1 —-p)(1—ps)] (6)
+ (1= p3)[1 = (1 = p2pa)(1 = p1ps)]
Remarque 1: Pour identifier I’expression équivalente, nous avons procéde par séparation du

graphe en deux parties, puis de proche en proche nous avons effectué des compositions
paralléles et séries (voir figure 2). Le but est de ramener le réseau vers une structure simple
a identifier. Le processus s’arrétera lorsqu’il ne sera plus possible de faire des réductions
simples.

Remarque 2: Compte tenu de la complexité de cette méthode qui est de nature
exponentielle, il est souhaitable de réduire au maximum la taille du graphe avant
d’appliquer le théoreme de factorisation dans le cas ou cette opération est possible. Pour

cela les réductions suivantes sont nécessaires.

CIRRELT-2013-74 7
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Le principe du théoréme de factorisation permet de calculer la fiabilité de n’importe quel
type de réseau, a condition qu’il soit décomposable. Donc, a chaque application du
théoreme de factorisation, on décompose le graphe en deux parties de tailles lIégérement
réduites, a savoir, G = e qui est le graphe G avec un nceud et une liaison en moins, et G — e
avec une liaison en moins (arc, aréte). Si n est le nombre de liaisons dans un réseau G, alors
dans le pire des cas, on utilisera le théoréme de factorisation (2™ — 1) fois.

Nous constatons que 1’application du théoréme de factorisation engendre souvent une
complexité exponentielle, dans ce cas de figure, il est important pour ’accélération des
calculs de procéder a des réductions sur la taille du graphe. Ces réductions sont comme

suit :

2.1.2. Réductions et factorisation

Le principe de la réduction d’un graphe de fiabilité avant 1’application du théoréme de
factorisation est de diminuer autant que possible le nombre des nceuds et des arétes a
condition que la valeur de la fiabilité reste invariable. Cela, conduit & générer un nouveau
graphe G’ équivalent en termes de fiabilité au graphe initial G. Donc, il s’agit de remplacer
une structure topologique complexe par une autre plus simple qui préserve les mémes
propriétés de fiabilité. C’est-a-dire que si Q est une constante de transformation propre a
chaque formule de transformation. Dans le cas général nous définissons alors la relation

suivante :

R(G) = QR(G) (7)

Notons que le processus de réduction est d’une complexité polynomiale contrairement a la
décomposition qui est exponentielle. Ce processus doit procéder dans un premier temps,
par une succession de réductions simples appliquées a des graphes dits série-paralleles.

Elles se définissent comme suit :

2.1.2.1 Réductions séries-paralleles

Le processus de réduction tient compte précisement des données relatives aux fiabilites et

celle des K-nceuds du graphe, alors le remplacement paralléle et le remplacement série ne

8 CIRRELT-2013-74
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font que modifier la structure topologique du graphe d’une forme complexe vers une forme
simple a partir de laquelle, la fiabilité du graphe est déduite avec moins d’effort de calcul.

Les réductions simples les plus fréquentes se résument comme suit :

Réduction série. Soient e, = (u,v) et e, = (v,w) deux arétes en série définies dans Gy et,
tel que le degré(v) = 2 et v¢K. Une réduction série obtient G' par le remplacement de
eq €t e, par une seule aréte e, = (u,w) de fiabilité p. = p,pp, et qui définit Q =1 et
K’ =K, etou R(G) = QR(G).
™~ _— o~ e
__— Pa Pp -~ —the. PaPp ———
w v u

Vv

u
Figure 3. Réduction série

Réduction parallele. Soient e, = (u,v) et e, = (u,w) deux arétes paralleles dans G et
supposons que p; =1 —gq; (i = a or b), la fiabilité associée a I’aréte i. Une réduction
paralléle permet de remplacer e, et e, par une seule et unique aréte e, = (u,v) de

fiabilité p. = 1 — q,q,, et qui définit Q = 1 et K” = K et ol R(G) = QR(G).

Pa
/_\
~~ —— e
T~ parallele _~ 1— qoyp—
u Db v u v

Figure 4. Réduction paralléle

Réduction de Degre-deux. Soient e, = (u,v) et e, = (v,w) deux arétes en série dans G .
telles que v # w, degré(v) =2 et u,vetw € K. Une réduction de degré-deux crée G’

par le remplacement de e, et e, par une seule et unique aréte e, = (u,v) de fiabilité

_ DPabp o _ -1 _
Do = Gdoan) aveCK =K —v,etQ=1-q,9.
e ® o . —e @
/ pa pb \ %/ (1—qaCIb)

Figure 5. Réduction de degré deux
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Réduction delta-a étoile. La réduction delta-a étoile consiste a remplacer une structure
topologique delta par une structure étoile. Les sommets de la structure delta doivent étre
tous de méme type : tous des K-nceuds ou tous des non-K-nceuds. Le sommet ainsi rajouté
pour le besoin de la transformation vers la structure étoile n’appartient pas a K et sa

probabilité est calculée comme suit (figure 6):

. a o« o«
SRy Ny S
et
_ (a+ B)(a+ B)(a+ Bs3)
puo az (8)
Avec

& = Pabp + PaPc + PoPc — 2DaPbPer B1 = QalpPc » B2 = 4aPbPc » B3 = Paldbqc

Figure 6. Réduction delta-a étoile

Réductions polygone-a chaine. Dans un grapheG, une chaine est une sequence alternée
entre les nceuds et les arétes du graphe. Sa longueur est le nombre d’arétes qui la compose
et elle est au moins égale & 1. Aussi, les sommets internes sont tous de degré 2, et les
sommets aux extrémes sont de degré supérieur a 2. Si le graphe admet au moins deux
chaines y, et y, de longueur respectivement et ,, et si ces deux chaines ont en commun
deux nceuds en terminaux U et v, alors A= y, U y, est un polygone de longueur 1, + [,.
Autrement dit, le polygone forme un cycle dont deux sommets sont de degré supérieur a 2.
Il est aussi vrai que deux chaines paralléles délimitées entre deux nceuds peuvent étre
substituées et donc remplacées par une nouvelle chaine. Cette opération est dite réduction
polygone-a chaine. Ce qui suggére qu’une transformation polygone-a chaine, consiste a
remplacer un polygone par une chaine. Aussi, comme les polygones se diversifient par la
forme de leur structure, c’est-a-dire le nombre d’arétes les composant, Satyanarayana et

Wood (1985), ont énuméré 7 types de polygones pouvant étre remplacés par une chaine.

10 CIRRELT-2013-74
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C’est ainsi, que par une série de transformations polygone-a chaine qui peuvent étre
entrecoupées par des réductions série, parallele, delta-étoile et étoile-delta que tout réseau
qui admet des sous-structures de type polygone, dans le meilleur des cas, peut étre
transformé en une structure trés simple (par exemple une chaine) et par la méme, sa fiabilité
est réduite par application des formules ainsi obtenues.

Notons que la table 1 (page 823) publiée par Satyanarayana et Wood (1985) et reprise dans
Wood (1986) présente les réductions polygone-a chaine pour les réseaux parfaits.
Néanmoins, les auteurs ont présenté les rudiments du calcul basé sur le théoreme 1, donné a
la page 823 et sa demonstration. Ce théoreme fournit un cadre général sur lequel nous
pouvons déduire les transformations polygones-a chaine des 7 figures. Il est utile de
constater que le processus de transformation n’est pas aussi aisé que les auteurs le pensent
sans la reproduction de toutes les étapes de transformation. Ce travail va étre fait par nous
dans le cadre de cet article. Il constitue un apport trés important pour montrer que sans
passer par les détails de 1’application du théoréme de factorisation, 1’on serait incapable de
trouver toutes les formules de transformation énoncées dans la table 1 de Satyanarayana et
Wood (1985). Notons aussi que les travaux de Satyanarayana et Wood prennent en charge
uniquement les réseaux non-orientés dont seules les arétes sont susceptibles de représenter
les défaillances et le bon fonctionnement. La réalité est toute autre, car les systémes actuels
sont plus complexes et donc les noeuds peuvent aussi subir des défaillances. Plusieurs
travaux ont été réalisés dans ce sens et des algorithmes énoncés. Parmi ceux-la, Théologou
et Carlier dans (1991) ont présenté un algorithme qui prend en charge cette problématique.
Nous y reviendrons un peu plus tard sur ce cas en proposant un schéma de démonstration
qui ne se trouve dans aucun travail (a notre connaissance) fait en dehors des travaux de
Simard (1996) et Rebaiaia et al. (2009),

Dans ce qui suit, nous présentons une dynamique de transformation qui détaille
contrairement a Satyanarayana et Wood toutes les opérations de réduction. Pour cela, nous
commencerons par le cas polygone-a chaine de type 1 et nous énoncerons le théoreme 1.
Nous ferons aussi le paralléle en considérant le cas de polygone-a chaine lorsque le réseau
est imparfait. Pour cela nous énoncerons le théoréme 2 pour le cas de la transformation de

polygone-a chaine de type 6.
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3.  Factorisation polygone-a chaine- Cas des liens imparfaits et nceuds parfaits

3.1. Réduction polygone-a chaine de type 1

Pour démontrer les résultats d’une telle transformation, considérons le cas d’une réduction
polygone-a chaine de type 1 (il est conseillé de voir Satyanarayana et Wood (1985) ou
Rebaiaia et al., (2009). Dans ce cas, le graphe G’ qui est 1’équivalent du graphe G, est
obtenu en remplacant le polygone de type 1 (triangle) par la chaine qui possede deux arcs
e; et e; avec les fiabilités respectives p; et p; (voir figure 7). La relation générale qui relie
la fiabilité du graphe G et G’ est donnée par R(G) = QR(G"). Le probléme dans ce cas est
de déterminer le triplet (Q, p1, p3).

2 - {’.h_ -»}-‘!f_ \ 1 e'?
i - et e -
el h "f‘\ ) _.-I/.\f;_ a' b
Polvgone .. Chaine

Figure 7. Réduction polygone-chaine de type 1

Pour le faire, nous énongons le théoréme suivant :

Théoreme 1.

Supposons qu’un graphe G contienne un polygone de type-1 tel que présenté dans la figure
7 (Gauche). Soit G' le graphe obtenu par transformation du graphe G par remplacement des
arétes e; et e, de probabilités p; et p, par les arétes e; et e, de probabilité p; et p; et soit

Q un facteur de multiplication. Alors

R(G) = QR(G)

Ou

Q=(5§+A)(+B)/6,

avec )

A= q1P2q3, B = p142q3 , 6 = p1p2p3[1 +Z—1+2+£],
1 P2 pP3
et p'1=6/(6+A)et p',=5/(5+B).
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Preuve :

La premiere étape consiste a appliquer successivement la procédure de factorisation sur les
arcs pivots e;, e, et e;. Nous procédons comme suit :

Pivotons tout d’abord sur 1’arc e; (voir la figure 8) tout en appliquant 1’équation (4), la

fiabilité du graphe devient :

R(G) = p1R(G * e;)+q, R(G —ey) (10)
e }b A _/) I__(j $
; HJ)}_ ) (”.! ’,, ; /’/

Figure 8. Premiere étape du processus de factorisation

Puis, décomposons sur I’arc e,, hous obtenons la relation (10), on obtient (11):
R(G) =p, [PzR((G *ep) *xey) + qR((G xe) — 32)] (11)
+ ‘h[PzR((G —e) *ey) + qR((G —eq) — 92)]

Nous pouvons remarquer que la fiabilité du graphe ((G — e;) — e,) est nulle. En effet, en
retirant les arcs e, et e, de G, le K-nceud se trouve complétement isolé, par conséquent

cette opération genére une fiabilité nulle. La relation (11) précédente devient alors :

R(G) = p1sz((G xe1) xe;) + p1qR((G * e) — 92) + p2q1R((G — 1) x e3) (12)

Appliquons de nouveau le théoreme de factorisation aux graphes réduits (G * e;) — e, et

(G — e;) * e, en considérant I’arc e5. La relation (12) est transformée en (13), qui est :

R(G) = p1p2R((G * €1) * ) + P1q2[PsR((G * &) — €;) * €3) + qsR(((G * €;) — &) —
e3)] + p2q1[psR((G — ;) *e;) xe3) + q3[R((G — ey) x e;) — e3)]
= p1p2R((G * e;) * €;) + p1G2psR((G * e1) — ;) * e3) + q3p1(1 = p)R(((G * ey) (13)
—ey)—e3)] + p2q1psR(((G — €1) * €;) * €3)
+ p2q1(1 —p3)R(((G — ;) *e;) —e3)
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Notons que nous n’avons pas pu éliminer 1’arc e; par décomposition du graphe (G * e;) *
e, puisque cet arc ne fait plus partie du graphe correspondant a la contraction des arcs e et
e,.

L’équation précédente (13) est I’expression de la fiabilité du graphe G en fonction des
graphes réduits n’ayant plus les arcs du polygone. Comme les graphes correspondant a
(G *e) xey, ((G—ey) xey) xes et (G *e;) — e,) * e5 sont identiques, il en résulte que
les fiabilité de ces graphes sont aussi identiques. Ce qui se traduit par la relation (14) qui est
générée de I’expression (13).

R(G) = [p1p2 + P192P3 + q1P2P3]R((G * e1) * €;) + p1q2qsR(((G xe1) —e) —e3) +  (14)

410293R(((G —€1) * e3)—e3)

Par une démarche identique, on peut exprimer maintenant la fiabilit¢ du graphe G en

pivotant successivement sur les arcs e, et e, et donc la fiabilité du graphe G s’écrit :

R(G) =pi[paR (G * e x ) + (1 =PDR(G &) —e;)| + (1 =pD [pR((G — e vey))]  (15)

I est nécessaire dans le cas actuel d’exprimer la relation permettant de relier la fiabilité de
G & celle de G. Nous pouvons remarquer qu’il existe une similitude entre les équations

ainsi formulées et il en découle que:
R((G*ey)xe;) =R((G'xe)) xe)))
R((Gxe) —ez) —es) =R((G'+e]) —e)))
R((G—e)) ve;) —e3) =R((G'—e)) xe)))

(16)

Comme la formule générale de réduction est donnée par R(G) = QR(G"), on obtient un

systéme de trois équations & trois inconnues (Q, p;, p,) et qui est :

P1P2 + 14203 + 10203 = Qpip;
A1P2q3 = QqiP; (17)
P1q293 = Qp1q;
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En résolvant ce systéme on obtient une formule de réduction qui permet de remplacer un
polygone de type 1 par une chaine de longueur deux. Les fiabilités relatives aux arcs de la
chaine sont :

p1=6/(6+A)

pz =6/(6 +B) (18)
Q= (5+A)(5+B)/s

De méme

A = q1p2q3

B = p1q24s (19)

91 492 (g3
§= 1+—+-—4—=
P1P2Ps( o Py p3]

Finalement, nous notons qu’il est possible de dériver une topologie simplifiée a partir d’une
autre plus complexe tout en préservant I’expression de la fiabilité en tant que telle, et ceci
aprés I’application d’une série de réductions. Le probléme qui risque de surgir étant,
I’automatisation de la reconnaissance d’une certaine topologie dont les calculs se déduisent
trés facilement. L’idée est trés bénéfique a condition de concevoir des algorithmes
puissants qui permettent de sauter facilement une telle phase critique du processus
d’identification et de calcul, ou du moins de déterminer les moyens nécessaires de chercher

les équivalences entre structures.

3.2.  Réduction polygone-a chaine de type 6
Nous pouvons a présent énoncer le théoréeme de Satyanarayana et Wood (1985) qui

géneralise le calcul uniqguement pour le cas des réseaux imparfaits.

Theoréme 2.

Supposons que Gk contienne un polygone de type J (1<J<7). Soit, G ’x, le graphe obtenu
aprés le remplacement du polygone Aj de Gk de chaine y;, et soit Qj le facteur de
multiplication, alors, R(Gk) = Q;R(G'k).
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La démonstration du théoréme se trouve dans Satyanarayana et Wood (1985) aux pages
824-825.

A partir du théoreme 2 et en cheminant de la méme maniére que pour le cas de réduction-a
chaine de type 1 lorsque seuls les liens sont sujets a des défaillances, nous énoncons le

théoréme suivant :

Théoréme 3.

Supposons qu’un graphe G contienne un polygone de type-6 tel que présenté dans la figure
9 (a). Soit G’ le graphe obtenu par transformation du graphe G par remplacement des arétes
e, e,, e3, e, et es de probabilités p;, p,, 3, ps €t ps par les arétes, e,., e et e, de fiabilité

Pr, Ps €t p; et soit Q un facteur de multiplication. Alors

R(G) = QR(G)
O = (A+D)(B+D)(C+D)
DZ
_ D
pT' - ((X+D) (20)
D
Ps = (+p)
_ D
Pe = (5+D)

A= Qq,pspss B= QprqspsC= Qprpsq;; D= Qp,psp:

e2

R e O e e

£

S

G, G,

Figure 9. Factorisation polygone-a chaine de type-6

Preuve :
Adoptons une démarche différente que pour le cas polygone-a chaine de type 1. Au lieu
de rappeler tous les graphes induits suite aux décompositions ainsi que I’expression de leurs

fiabilités, nous résumerons le processus de factorisation en fournissant les graphes non-

deéfaillants (les autres provoquant la nullité de la fiabilité sont écartés), les événements et la
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valeur des fiabilités relatives. La table 2, résume les résultats de la décomposition
polygone-a chaine de type 6. Il est simple de constater que le nombre de combinaisons des
événements qui forment 1’état du systéme est égal & 2°. Cependant, nous constatons que
chaque état non-defaillant induira un nouveau graphe constitué du nombre correspondant

de K-nceuds. 11 y en aura dans ce cas 4 graphes comme dans la figure 10 avec les états et les
probabilités dans chaque cas.

Figure 10. Graphe G renfermant un polygone de type-6 (A) et ces 4 sous-graphes
induits non-défaillants (B, C, D et E)

A partir des graphes de la figure 10, nous déterminons les états et les probabilités
correspondant a chaque graphe induit. Nous supposons toujours que F, et Fi dénotent
respectivement que 1’événement e, (le composant) soit qu’il fonctionne, soit qu’il est

défaillant et chaque p;, (resp.q; = 1 —p;) étant la probabilité de non-defaillance (resp.
défaillance). Toutes les formules sont reportées dans la table suivante :
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Table 2. Etats de non-défaillants et les probabilités des graphes ainsi déduits.

Graphe Etats Probabilités
B FiFyF3FyFs o =0 Py P3dy Py
C F1F2F_3F4F_5 6 = P1P203P405
D F R, FyFs; F R R, Fe; | B=P182P304P5 + Prdp P3P405 + PLP20304 Ps + 01 P2 P3 P45
FF, R FyFs; FF,FF, R = P102 P3(04 Ps + P4Gs) + P2 (G P3 P45 + P103d4 Ps)
E F1F2F3F4F5;F_1F2F3F4F5; 7 =P1P2P3P4Ps +081P2P3P4 Ps + P1d2 P3P4Ps +
F F,FoF, Fo; F F, FoF,Fo; | PLP293PaPs+PiP2PslsPs + PrP2PsPals
FF,FsFuFei FiF FsFyFs | = Pypopapaps @ty 92 Ga  Ga, Osy
Pr P2 P3 Py Ps

Finalement, en regroupant les expressions similaires et en supprimant d’autres qui
induisent la nullité, 1’expression de fiabilité du polygone de type 6 ainsi réduite est comme
suit :

R(G) = a.R(Gpy,) + B-R(Gek.) + 6.R(Gpi,) +v.R(Gex,) (21)

Le pivotage successif sur les liens eq, e,, e, e, et e, transforme le graphe Gx en une
chaine Gk, (voir figure 9). Cependant lorsqu’on utilise le théoréme de factorisation sur
G'g,pour déterminer les formules d’équivalences des termes, nous identifions sur
G'k, quatre graphes non-défaillants, les états ainsi que les probabilités correspondants. En

supposant toujours que F,, F, and F; sont les événements relatifs aux liens r,s et t (figure

9. (b)), les résultats sont résumés dans la table 3.

Table 3. Etats non-défaillants et les probabilités des graphes induits G, .

Graphe | States Probabilités
B’ F.FF &'= Q¢ Ps Py
C F.FF B'= PrPsCy
D’ FF.FR 5'= PrQs Py
E’ FFF ¥'=Pr PsPy
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En regroupant les termes équivalents, la fiabilité du graphe ainsi réduit est :

R(G'k") =aI-R(GIB',K'B. )+ﬂ'-R(G'C',K'c. )+5'-R(G'D',K'D,)+7'-R(G'E',K'E.) (22)
=0 Ps pt'R(GIB',K'B. )+ Pr psqt'R(GIC',K'C‘ )+ Prds pt'R(G'D',K'D. )+ Pr Ps pt'R(GIE',K'E')

Utilisons presentement la relation R(G, ) = QR(G'.), nous pouvons alors identifier les
coefficients «, 5,6 ety comme suit :

a.R(GB'KB )+IB"R(GC,KC )+6'R(GD,KD ) +7.R(GEYKE ) = Q. [ql" pS pt 'R(GIB',K'B\ ) (23)
+ pr psqt-R(G'C',K'C. )+ prqs pt'R(G'D',K'D, )+ pr ps pt'R(GIE',K'E- )]

Egalisons les termes des deux cotés de I’équationR(Gy)=OR(G'c), il s’ensuit
I’expression des égalités suivantes :

a=Qq:Psp ;s B=Qp AP i F=QP Pt i ¥ =P PsPy (24)
Finalement aprés résolution du systéme d’équations (23) sous (24) nous obtenons (25) :

Yoop = p=t ;Q:(a+7)(ﬁzy)(5+7) (25)
B+r S+y y

pr = )
a+y

et tel que les expressions réelles de «, 3,6 et y sont tirées de la table 2 (troisieme colonne).

4.  Factorisation polygone-a chaine- Cas des liens et nceuds imparfaits

4.1. Principes de la décomposition en présence de nceuds imparfaits

Les hypothéses suivantes ont été retenues :
e Les arétes et les nceuds sont sujets a des défaillances
e Les défaillances sont s-indépendantes avec des probabilités connues

e Tous les K-nceuds du graphe sont parfaitement fiables.

Notons que dans le cas des réseaux imparfaits, certaines modifications doivent étre
apportées au sens méme de la factorisation compte-tenu du principe d’indépendance qui
doit impérativement étre respecté. Cependant les réductions suivantes doivent prévaloir :

Réduction série. Soient e, = (u,v) et e, = (v, w) deux arétes en série définies dans Gy et,
tel que le degré(v) = 2 et v¢K. Une réduction série obtient G’ par un remplacement de e,

et e, par une seule aréte e, = (u,w) de fiabilité p. = p,ppDy-
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Réduction parallele. La réduction paralléle reste inchangeée.

Réduction de Degré-un. Quand un sommet imparfait v est adjoint a un K-nceud de degre 1

suividu liene, ona: Q = p,p,,.

Réduction de Degré-deux. La réduction deux ne concerne que les K-nceuds.

Réduction polygone-a chaine. La réduction polygone-a chaine considere en général que le
polygone soit indépendant du graphe par le fait qu’il soit relié¢ au reste du graphe que par
ses K-nceuds. Autrement dit, s’il se trouve qu’il soit li¢ par des nceuds autres que les cas K-
nceuds et comme ces neeuds sont imparfaits une solution est alors a envisager. Theologou et
Carlier (1991) ont proposé la construction suivante :

Considérons un lien e = (u, v), ou u et v sont des nceuds imparfaits de probabilités respectives P,

et p,. Nous constatons que le lien | fonctionne avec une probabilité p, lorsque e, u and v
fonctionnent avec une probabilité p; (i = e, u, v) et est telle que :

Di = DePubv (26)

Le fait de pivoter sur le lien | en appliquant le théoréme de factorisation, entrainera d’un
cOté la contraction de I’arréte e et le fusionnement des nceuds u et v pour former un
nouveau neeud parfait. Par contre si le lien | arréte de fonctionner, la cause de cet arrét ne
peut €tre connue a priori du fait qu’il se pourrait que ce soit 1’arréte ou les deux nceuds en
méme temps qui soient défaillants. De toute fagon et dans tous les cas, ce lien sera perdu et
donc supprimé.

Apres cette opération de pivotage, les fiabilites de u et de v auront de nouvelles valeurs et

leurs expressions sont comme suit :

Py (Qu + Pude) (27)
Gy + Puqy + PvPude

p, = Pr(v fonctionne | v ou e ou u en pannes) =

Pu(qv + Pvqe) (28)
Qu + Puqy + Pubvqe

p,, = Pr(u fonctionne | u ou e ou v en pannes) =
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Nous pouvons remarquer que ces deux derrieres équations montrent clairement que u et v
sont intimement liés. Pour éviter une telle situation compte-tenu des conditions de départ,
Theologou et Carlier ont proposé une nouvelle construction de u et de v. L’idée est comme

suit :

Supposons que les K-nceuds sont tous connectés et parfaits, autrement dit si ce n’est pas le

cas la fiabilité du réseau original s’écrit : ou G', et G, sont construits avec des K-nceuds

parfaits. Et donc, 1’équation suivante s’impose.

RGo) = | [pv G (29)

vEK

Il existe alors au moins deux K-nceuds dans le graphe et qu’il est toujours possible de
trouver une aréte dans le graphe avec une extrémité parfaite. Soit e une telle aréte
d’extrémités u parfait et v imparfait. Le fait de remplacer dans (27) p, =1 et comme p, =1,
on obtient :

p, _ Pvqe (30)
Y qutpuge

Nous remarquons que dans 1’état actuel, la défaillance de v ne dépend que de ’arréte e et
donc, u et v sont rendus indépendants et par conséquent avec une telle construction tous les
nceuds sont forcés d’étre indépendants.

Comme le neeud v reste dans le graphe ou le lien | soit défaillant, alors les autres liens qui
ont pour I'une de leurs extrémités v peuvent étre factorises et que la défaillance de v
dépendra alors de la défaillance de ces arétes. Par conséquent, il s’agit de construire la
formulation générale qui permet de représenter la fiabilité relative au nceud imparfait v a
une étape quelconque de la factorisation lorsque les arétes (eq, e, -*-, e,-) incidentes a v sont
factorisees. Cette fiabilité est donnée par (31) aprés I’application du théoréme de

factorisation:
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py = Pr(v fonctionne | (v ou e; en panne) A -+ A (v ou e, en panne)

_ by §=1 e; (31)
Iy + Py [Tj=1 e,

4.2. Reéduction polygone-a chaine de type 1

Nous énongons a présent le théoréme 4 qui permet d’avancer les résultats de la réduction
polygone-a chaine de type 1 dans le cadre des graphes qui admettent une la structure d’un

polygone de type 1.

Théoreme 4.

Supposons qu’un graphe G contienne un polygone de type 1 et soit G’ le graphe obtenu par
transformation du graphe G par le remplacement des arétes e; et e, de probabilités
originales p, et p, par e; et e; de probabilités p; et p; et les nceuds a et b de probabilités
originales p, et p, par les probabilités p, et p, (figure 7, ci-dessus) et soit Q un facteur de
multiplication. Alors :

R(G) = QR(G)

Avec
Q=6+A)(S+B)S, p'1=6/(6+AC) , p',=6/(6+BD), p'y=(+
AC)/( 6+ A),p', =(6+BD/(6+B)

et: (32)
(8 = pabplp1p2 + P1P3 + P23 — 2P1P2D3]
A = pppll — P1Pa — P3Pa + P1P3Pal

B = p1pa[1 — p2pp — P3Dp + P2P3Db]
{ C= Paq193

"~ (qat+Paq19s)
Pr4q2493

\ ~ (9p+Pp4293)

Preuve :
En appliquant le théoreme de factorisation sur le lien (s,e;,a), on obtient les graphes
réduits (G *e;) et (G —e;) (voir figure 7). L’expression de la fiabilité de graphe G

devient :
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R(G) = p1paR(G * e1) + (1 — p1pa)R(G — ;) (33)

Par application des résultats introduits par Theologou and Carlier (1991), et comme le
nceud a est un noeud imparfait, il devient lors de la décomposition un nceud pivot. Par
conséquent la fiabilité du nceud a dans le graphe qui correspond a (G — e;), est modifiée et
sera remplacée par la relation suivante :

p, _ Paq1 (34)
“ (QatPaq1)

En décomposant sur le lien (s,e,, b), des graphes réduits G = e; et G — e;. L’expression de

la fiabilité de graphe G devient :
R(G) = p1Palp2psR((G * €1) * €2) + (1 — p2pp)R((G * €1) — €3)] (35)
+ (1= p1pa) [P20pR((G — €1) * €;)]

De la méme maniére que le neeud a, la fiabilité du nceud b dans le graphe correspondant a

(G * e;) — e, est modifiée et sera égale a :

p' _ Pr4q2 (36)
* 7 (@ tPpq2)
| 4 b
® ® < e3
G*el *e G¥el-e2 G-l *el b

Figure 11. Graphes générés par la décomposition sur le lien (s,e,, b).

En décomposant maintenant sur le lien (s,es, b) du graphe réduit (G *xe;) —e, et sur le

lien (s, e5, a) du graphe réduit (G — e;) * e, (voir figure 11), on obtient finalement :

‘s R((G™*e;)—e,)*e,
R(G)=p,p,| P,P,R(G*e)*e,)+(1-p, pb)|:p3p ((G*e))—e,)*e,) + :|:|+

(1_ Ps p|b )R(((G*el)_ez)_es)
(l_ P, pa)[pz pb[ps pla R(((G _el)*eZ)*e3)+(1_ Ps pla )R(((G _el)*ez)_ea)]]

37)

Dans le graphe ((G — e;) * e,) — e5 la nouvelle fiabilité du nceud est donnée par :

CIRRELT-2013-74 23



Algorithme robuste pour I'évaluation de la fiabilité des réseaux sujets a des défaillances aléatoires

"o Paq143 (38)
* (9a+Paq193)

Avec le graphe ((G = e;) — e,) — e3, la nouvelle fiabilité du neeud b est donnée par :

p” _ Pr4293 (39)
> (@p+Pp9293)

Comme on peut le remarquer, plusieurs états peuvent induire un graphe identique. On peut

donc établir I’égalité suivante :

R((G xe1) *e3) =R(((G —ey) xe;) xe3 = R(((G *ep) — 92) * e3) (40)

En groupant et en éliminant des termes, 1’expression de la fiabilité du graphe devient :

R(G) = PaPy[P1Ps + P1Ps + P2 Ps —2P1 P2 B3 R((G * &) * )
+ plpa[l_ P2Pp — P3Py + P2 p3pb]R(((G*el)—92) —€3)
+ PPy [1_ P1Pa — P3Pa — P1P3 pa]R(((G —€)%e,)—83) (41)

Procédons maintenant sur le graphe G'. L’application du théoréme de factorisation sur le

lien (s, e;, @) du graphe G’, conduit & :

R(G") =pipaR(G *ey) + (1 — pipt)R(G — e;) (42)

La fiabilité du nceud a dans le graphe correspondant & (G’ — e;) a été modifiée selon la
relation (30) :
/oy Padi (43)
P =777
(qa +Pads)

Finalement 1’expression de la fiabilité¢ du graphe G’ est obtenue comme suit :

RG') =p, p. [P, P RI(G™e,)* e, ) +(L- D', P, JR(G™e, )¢, )] (44)
+(1_ p'1 p'a )[plz plb R((Gl_e|1 )*elz )]
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Par contre la nouvelle expression de la fiabilité relative au nceud b devient :
@'y =7——"—%
(¢, +p',7,) (44)

Comme les graphe G and G’ sont identiques, nous obtenons :

R((G * @) * ez) = R((G' *eg) * eé) et R (((G * e)— ez) - e3) =R ((G’ xey) — eé) (45)

Cette derniére expression est valide si et seulement si :
P, = 0a)'

et égalité R (((G —e))* e;) — e3) =R ((G —ey) * eé) est valide si et seulement si :
p", = ()

Finalement, suite a la relation d’équivalence R(G) = Q R(G'), et la derniere formule, nous

déduisons le systeme suivant :

(DaPp[P1P2 + P1P3 + DaP3 — 2P1P2p3] = Q[p1p2paby]

P1Pall — Dby — P1P3 + P3Py + P2P3Ps] = Q|p1pa(1 — p2py)]
P20u[1 — P1Pa — P3Pa + P1P3Pal = Qp1py(1 — p2pa)]

< Pad143 p’aq’l

(46)

(da+Padids) (a'4*p'0a',)

Prd2ds _ _ _ P
\ (ap+Ppa243) (q'b+p'bQ'2)
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La résolution du systéme (46) se résume comme suit :

((_ (B+NE+E)
5
, 8
P1=6+Aa0)
, 8
| P2~ G+BD) 47)
,  (8+AC)
Pa= "5 +a
_(8+BD)
(PP = "G+ B)

avec 6, A, B, CetDtelsque:

(6 = papplpip2 + D103 + D2P3 — 2P1D2P5]
A = popp[l — p1Pa — P3Pa + P1P3Pal
B = p1pa[1 — papp — P3Py + D2P3Ds]
Voo _ Patinl (48)
(qatPaq193)
Pr9243

" (qp+Pp4293)

Nous venons de démontrer le théoreme 4, passons maintenant au cas de la réduction
polygone-a chaine de type 7.

4.3. Réduction polygone-a chaine de type 7

Théoreme 5.

Supposons qu’un graphe G contienne un polygone de type 7 et soit G’ le graphe obtenu par
transformation du graphe G par le remplacement des arétes e, e, e;eq,6s €t e de
probabilités originales p;, p,,ps,ps, ps €t p; par e; et e, de probabilités p; et p; et les
neceuds a et b de probabilités originales p, et p;, par les probabilités p;, et p;, (figure 11, ci-

dessous) et soit Q un facteur de multiplication. Alors R(G) = QR(G) et,
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¥ = PP, PsP PP P, Pyt By F2 o Ge G G
P. P, P P, Ps P

B = p.p, p.p,p.py p, p [ % + %% , Bl | G | B , G | GG
PsPi PoPs PP iP5 PiPs PsPs PPy

A= p,p,P;P5Ps P[1— PP, — PP .+ PP, P, ]
o= plpz p4 p5 pa[l_ ps pb - ppr+p3 pe pb]

_ PO,
(9, + P.%3,)

_ PyOsY
(T + Py8506)

(49)

_(y+AG+B)(G+y)

_ .
.Y
pl_(y+AC)
.Y
P24+ (50)
.Y
p3_(]/+D6)
, _ (y+AQ)
Pa= 0+

(y + D6)

D)

Q

L Pbv
Preuve : Considérons a présent un graphe contenant un polygone de type 7 comme montré
a la figure 12(G) et dont les nceuds a et b peuvent étre sujets a des défaillances avec des

probabilites de bon fonctionnement respectives p, et p,.

©)

Figure 12. Réduction polygone-a chaine de type 7
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En pivotant successivement sur e, e,,e;,e,,6; €t e, 0on obtient les graphes reportés dans la

figure 13 et leurs expressions mathématiques dans la table 4 :

El

Figure 13. Graphes non-défaillants induits suite a la réduction polygone-a chaine de type 7.

Table 4. Etats non-défaillants et leur expressions en probabilité ainsi déduites.

Ga Etats Probabilités
Bl | F,FF,F;F,F,FsFs a = PoP3P5Pg Py~ PrPa)(d- P4Pa)]
= Py P3PgPgPL L= PP, — PyP,+P PP, ]
Cl | RF, R FF,FFyFs 0= P1P2P4Ps Pal(l— P3Py )(AL— PgPy)]
= P1P2P4PsPall— P3Py — P Py+P3PePo]
D1 | F,FF,FF FsFsFy; FaFy FpFsF, FsFFyo| B = (Pil2P3la PsPs + Pydo P3P4ds Pg + PiP20ada PsPg
FFLF, Py FaFsFo Pyt FuFyFy o Fy FaFg Py :'1‘1 Elz %fgfgjqfﬁﬁp:pil% P3P4P50s + 01 P2 P3P405 Ps +
FaFy FoFaFyFs Fo Py Fa FLFo FaFy Fs FoFodl = pyp, papy ps P by po[ 24 4 9295, Gefa | oG5
FEEEFEFEFEFE P2Ps P2Ps  P3Ps PsPs
a2 Ps Fe Q2%+Q1Q5+ql%]
P2Ps  PiPs  PiPs
El 7 =(P1P2P3P4P5Pg +d1P2 P3P P5Pg + P12 P3 P4 P55 Pg +

Fu FiF, FaFy FsFs Fys Fa Py FaFy Fs Fg Py

FaFy o PPy F o Fy s Fa Py PPy F o Fy
FaFuF2Fs FyFs oy Fa PP, Fs Py F o Fy

P1P203P4P5Pg + PLP2 P304 P5Pg + P1P2P3P405Pg +
P1P2P3P4P5A6) P, Py
dp q q q q q
=plpgp3p4p5p6papb(l+—l+—2+—3+—4+—5+—6)
P P2 P3 Py P5 Pg

28
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Comme la décomposition s’effectue sur e, et sur e, sur le graphe réduit B1 et sur e et N

4 i)
sur le graphe réduit C1, il s’en vient que les nouvelles valeurs des fiabilités des nceuds a et

b donnée par 1’équation (38) et (39), sont :

n _ Paq19a
“" qa+Patis 51)
nw _ Pp439e
Pro= dp + Pp939e

Reprenons I’application du théoréme de factorisation sur le graphe réduit G’ de G
(polygone de type 7) et soient ej, e, ete; les arétes de G’ de probabilités
respectives p;, p,, et p;. La table 5 nous donne les graphes induits suite a la décomposition

de G, les états ainsi que leur probabilités.

Table 5. Etats non-défaillants et les probabilités des graphes induits par le processus de

factorisation du graphe G',...

Graphe | States Probabilités

B’ F.FF,F3Fy a'=(1- Py p,) P2 P3Py
¢ F.FiF, FyFs B'=(1-P3Py) P1 P2 Pa
D’ F.FFoFaFy 8'= P10 P3 Pa Py

E’ FaFiFoFsFy ¥'= P1P2P3Pa P

Les graphes suivants (figure 14), schématisent les formules des états et les probabilités
correspondantes de la table 5. Notez que pour le graphe B’ et C’ respectivement, les
probabilités conditionnelles sur le nceud a et ’aréte e’; (graphe B’) et I’aréte e’ et le nceud
b (graphe B’) conduisent aux relations sur les nouvelles valeurs des fiabilités sur les nceuds

aetb.

p” = (p' I — &
¢ R R S Y (52)
" I N/ p,bq’3
p - (p ) [; I
b P T g+ Db s
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B ¢ y
. 0 => XO-Xe—e = ®
a 9 2 3 & @ 1 3 "a g w &
( ' - S .
= = e = & i
a " %, %5 a “17 %, "X & a §
A
1] a %4 'B .E" = e .nx.a’ — @ '
2 3 & a1 2 3 & a i
» o "....
E ®* O = 80— = ey

Figure 14. Transformation du graphe réduit G’ par application de la factorisation

Utilisons présentement la relation R(G,)=QR(G',.), nous pouvons alors identifier les
coefficients a, 5,6 ety comme suit :

A-R(GB,KB )+ B--R(GC,KC )+5-R(GD,KD )+ 7-R(GE,KE )=Q.[1- pi p;) plz pé pé)R(GIB',K'B. )

+(1=P3Py) PLP2 PaR(G'c ke )+ P1d2 P3Pa PoR(G by )+ P1P2P3Pa Py R(G e g )] (53)
Pa%hls __ Padi
Oa+ Pathls Q'atPady
Pd3ds  _ Pba5

Oo+ Ppdsds  O'p+Pp 0’3

Egalisons les termes des deux cotés de I’équation R(Gy)=OQR(G'y.), il s’ensuit I’expression
des égalités suivantes :

P1 P2 p3p4pspepapb[1+&+q—2+q—3+q—4+q—5+q—6]:Q[p'l P2 P3P P

Pt P2 Pz Ps Ps Ps
0394 " 0295 + 0204 N 0:0s 4 0.9 + J39s 4 0,06 1= 0[P, 5 P's P'a Py ]

P1P2PaPa Ps o Pa Pol P3Py PaPs  PoPs PiPs PiPs  PsPs  PaPs
P1P2 P4 Ps Pall— P3Py — P Pp+PsPsPy] =P P'2 P'a (1-P's Py )]
P1P2 P3Ps P Py [L— PrPa — P Pa+PrPsPa]=Q[P', P'3 Py (L— Py )] (54)
paq1q4 — p|a q‘l
qa + paqlq4 qla": p'a} qll
Phdz0e ~  Ppds

Oo+ Pplsds  O'p+Pp 03

En résolvant le systeme (54) on obtient les relations (49) et (50) ci-dessus.
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5. Algorithme

Début
Lecture des données d’entrées:
G : le graphe connexe non divisible (1 seule composante connexe)
P; ; = (E;, E;) : Matrice associée construite a partir des arétes du graphe
KcV,|K|=2
M=1
Tant que qu’il existe une réduction simple des 3 types suivants :
Appel procédures :

- Reéduction Séries: P; = P; X Py, Supprimer le lien (Ej, E;) et mettre a jour le
vecteur des probabilité et la matrice associée au graphe.

- Reéduction paralléle: P; =1 — (1 — P;) X (1 — P,); supprimer 'un des liens et
mettre a jour la vecteur des probabilités et la matrice associée au graphe.

- Réduction degré 2. Soit M = M x Q pour chaque réduction.
Fin Tant que.
Commencer par explorer les structures complexes.
Soit S un tel sommet de départ.
Déterminer les sommets ascendants (et les sommets ascendants de deuxieme niveau et de
niveaux plus bas, selon le type de polygone)

Tant qu’un polygone existe faire
Si un polygone de type T existe appliquez la réduction de ce type. On commence
toujours par chercher celui de type 1, puis de type 2, etc.

- Mémoriser dans une pile les liens a supprimer.

- Supprimer les liens dans la matrice associée au graphe.

- Reconstruire les nouvelles chaines a partir des liens mémorisés en tissant les liens

dans la matrice relative au graphe.
- Mettre a jour le vecteur des probabilités avec les nouvelles valeurs relatives a
chaque type T.

- Appliquer les réductions série, parallele et de degré 2.

- Mettre a jour le vecteur des probabilités.

- Mettre a jour la matrice relative au graphe.

Fin-Si
Fin tant que
Construire le graphe a partir de la matrice résultante.
- Si c¢’est une matrice simple qui mettez en relief une chaine

Calculer la fiabilité comme le produit des probabilités des liens
Sinon
Imprimer matrice n’est plus décomposable
Appliquer un algorithme quelconque qui calcule la fiabilité (SDP, BDD, ...)

Fin-si
Imprimez la fiabilité
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Fin algorithme

5.1. Exemples d’application
Exemple 1.
Reprenons I’exemple de la figure 6 tout en supposant que tous les nceuds sont imparfaits.

Considérons que les probabilités de bon fonctionnement de chaque nceuds et de chaque lien

est égal & 0.9. Le graphe suivant nous donne les étapes de calcul.

, P —edge = (p1,p2,P3,PsDs) ; P — Nodes = (1,pq, pp, 1)

€4

Etape 1:
Node _inital = S; Pile = Node_inital
Liste-succ(S) = (a, b)
Pile = Pile U Liste-succ(S) (donc Pile = (S, a, b))
X = dépiler(Pile) = (b)
Y = Liste-succ(X) = (a, t)
SiY #1 sommet_Terminal
Z=XnPile=(b)n (S,a) =(a)
Donc Polygone de type 1 a été trouveé
Mise-a-jour des vecteurs et de la matrice

e €

= €s|. _ _ _ ) _ S .
G = e, ;P —edge = (p1 = Stac P2 = —6+B.D,O,p4,p5) :

S+AC 8§+B.D
P — Nodes = (1,p, = i Pr = S )
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X = dépiler(Pile) = (a)
Y = Liste-succ(X) = (t)
SiY #1 sommet_Terminal

NON

Prob = Prob x Prob(X, t) =1 X p5 = ps
Pile = dépiler(Pile) = (S)

Prob = Prob x Prob(Pile, X) = ps X p1 X pq

Mise-a-jour des vecteurs et de la matrice

e'1=(S1t)
e, e’y
G = e, ; P—edge = (p, = Prob,p, = &%,O,p@O);
Prob=1
Liste-succ(S) = (b)
Pile = Pile U Liste-succ(S) (donc Pile = (S, b))
X = dépiler(Pile) = (b)
Y = Liste-succ(X) = (t)
SiY #1 sommet_Terminal
NON
Prob = Prob x Prob(X,t) =1 X p, = p,
Pile = dépiler(Pile) = (S)
Prob = Prob x Prob(Pile, X) = p, X p2 X pp
Mise-a-jour des vecteurs et de la matrice
e';=(51)
e'1lle’;
G = ; P—edge = (p, = Prob,p, = Prob,0,0,0);

P — edge = (p111 =1- (1 - ql) X (1 - ql)'O'O'O'O)
Fin-si
Fin Algorithme
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Calcul :

function imperfect ()

pl .9
P2 .9
p3 =.9
pa .9
pb .9

A = p2*pb* (l-pl*pa-p3*patpl*p3*pa)
pl*pa* (1-p2*pb-p3*pbtp2*p3*pb)

B:

delta

= pa*pb* (pl*p2+pl*p3+p2*p3-2*pl*p3*pa)
C=(pa* (1-pl) *(1-p3))/ ((1-pa) +pa* (1-pl)*(1-p3))
D= (pb* (1-p2) * (1-p3)) / ((1-pb) +pb* (1-p2)* (1-p3))

omega = (delta + A)*( delta + B)/ delta
plp = delta /( delta + A*C)
p2p = delta /( delta + B*D)
pap = (delta + A*C)/( delta + A)
pbp = (delta + B*D)/( delta + B)
x = 1-(1-plp*pbp*.9) * (1-pZp*pap*.9)
y = x*.8l*omega
end

A = B = 0.08829; eta =
0.990825688073394; pap = pbp = 0.907493061979649; omega = 0.9738008333333333.

0.78732; C = D = 0.0825688073394495; plp = p2p =

Comme le graphe s’est transformé en deux chaines paralleles. La fiabilité est :

R=1-(1-p2p*pbp * p4)*(1 - plp * pap * p4) = 0.963614702184995

R(G) = R * omega * Ps * Pt = 0.963614702184995 * 0.9738008333333333 * 0.9 * 0.9 * =
0.760078728

34 CIRRELT-2013-74



Algorithme robuste pour I'évaluation de la fiabilité des réseaux sujets a des défaillances aléatoires

Exemple 2.

./ L]
N

factorisation t‘;pe 1

i I: reduction séne

f'act-:uns ation type 1

factorisation type 1

//'/_/JO\ reduction série
b kol | ——— é "
réduction série -

réduction paralléle

i
»

Figure 15. Réduction polygone-a chaine de type 1, série et paralléle
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Table 6. Réduction polygone-a chaine de type 1 a 7 pour les réseaux imparfaits

&= P,Py ., + PP+ PPy — 2P, P, ] o ), (o)
e e B g (6+AC)
a b A= p,p,lL— pypa - P3Pa + P P3Pal 0 54A0)
“——o B=p,Pall— P, P, — Ps Py + P, Ps P, ] P~ (5+BD) " o)
€ & . (5+BD)
e __ P.GG __ Pu0.9s h=Gr)
¢ (4, +P.%%) (G, + P,9,9)
o= papb[p1pz+p1p3+p2p3_2p1pzp3] :(6+AKJ+B) A (6)
e e A= p,py [l p,Pa — PyPa + P PaPal ’ (5+AC)
a b ACLIR 3 173 ) (6+AC)
e B = PPl PP, — P3Py + P, P3P ] P (5+8D) "7 6+ A)
- € € PGS L POl p{,—(fgfé[;)
¢ (9, + P%0) (G + P,0.95)
G, G G, % _GeAG+B) ()
3= PPy PaPy Pl + 2+ 4] Q= , =
R e,y (5) P ((6+A)C)
q1q4 q2q3 C11q3 — S C— J+BC
A=p,p,Psp, P [l+ 4+ 22— p, P,
T e Py PP (6+BC) ™ (5+8)
B= P pa[l_ P2Pa = P4Pat P, Py pa]
— paq2q4
(qa+ panqA)
7+ ANy +BIo+y
}’=p1pzp3p4papb[1+i+q*2+$+q*4] Q:( )(yz 10+7)
Py 2 Pz Pa / ( )
_ Gds4 | 9203 . () : Y
B = P1P2P3PaPaPpl——r+ = - =
e pipy T by P (y+AC) P (r+8)
A= PaPyPoll— P1Pa — P3Pat PLP3P] . (y+D5) - _ ()
6 = P1P3Pall— PPy — PyPy+P2PsPs] Py = (+0) Ps = (y+D5)
- paq1q3 ) (}/+AC)
(qa + paqlqs) p, = (}/+A)
D= Ppd204
(a + Pyd204)
Ay +B)o
7= PiP2PsPaPappll+ 4 G2y G Gay Q=w
Pr P2 P3  Ps4 7
B = P19, P3ds Pa Py P, = (7) P, = (7)
A= PyPyPy[L— PiPa — PgPa+PLPaPal P (r+Do) " (y+AC)
5= plpzpa[l_ P3Py — pApb+p3p4pb] ) (}/+D5) - (}/)
—_ Pathls . pbf( ) pz—<+B)
(Ta + Pathds) (y +AC) 4
D=__ Podsta P, = i
(dy + PpU3da) (7+A)
7+ANy+B)o L (7)
7= PuP2PaPaPs P Ppll+ k4 2 Gs | Ga  To g iRALUAL S S AC)
Pr P2 P3 Py Ps ( ) ( )
0394 |, 9205 | 9294 | Guls _ __
B = PyP2P3P4Ps P, Pyl + + + P, = Ps =
1raterals el P3Py P2Ps  P2Ps  PiPs ‘ (r+8) ™ (r+D9)
A= P, P3PsPy[L— PyPa — PaPatPyPsPal 5 _reAC) pg:(7+D5)
& = P1P2P4Pall— P3Py — PsPb+P3Ps Pyl tor+n) (r+9)
_ Pad104 _ Pyd3ds
(da + PaGi94) (p + Ppdsds)

7= P1P2PsPaPsPsPappll+ 4 G2 Gs ) Ga G5 oy
Pr P2 Pz Ps Ps Pe
G392 , 9205 . 9294 , %Gs
B = P1P2P3PsPsPsPa Py ——— + + +
HrerarateTeTath P3Py P2Ps  P2Ps  PiPs
4 %06 . G395 . 9296
PiPs  P3Ps  P2Pe

A=pyP3PsPsPo[l— PLPa — PaPatPiPsPal
0= PyP2P4PsPall— P3Py — PsPyptP3PsPs]
Pa%hds Py939s

(Ga* PaGibs) (G + Pyl

2

QA +BJo+7)

4
)
P heac) ™ T eB)
() _rrAC)
pa_(ny&) =)
p.z(y+D5)

T (r+9)

36

CIRRELT-2013-74




Algorithme robuste pour I'évaluation de la fiabilité des réseaux sujets a des défaillances aléatoires

5. Conclusion

La factorisation et la réduction sont des méthodes efficaces qui permettent 1’évaluation de
la fiabilité des réseaux indépendamment de leurs tailles et du nombre de nceuds terminaux.
Nous avons démontré que méme si les réseaux sont imparfaits ils peuvent aussi étre
décomposés tout autant que ceux qui possedent des nceuds non-défaillants. L’algorithme
développé dans le cadre de ce travail permet de calculer la fiabilité des réseaux apres avoir
appliqué des reductions simples et des réductions polygone-a chaine. Nous avons montré
par des manipulations élémentaires des probabilités conditionnelles sur les nceuds et les
arétes, comment construire une solution dont le temps d’exécution est a moindre coft.
L’idée étant de choisir les arétes dont 1'une de leurs extrémités soit non-défaillante et
I’ensemble des transformations nous conduit vers une structure simplifiée d’ou 1’on peut
facilement calculer la fiabilité du réseau. Nous pouvons remarquer sans démonstration
préalable que 1’algorithme de calcul est polynomial et le nombre de réductions est fini.
L’algorithme général et les calculs sur des benchmarks non pu étre présentés dans ce
travail, cela nécessite une programmation plus poussée pour une implémentation efficace.
Aussi, comme perspective, nous envisageons d’étendre ce modele vers d’autres structures
plus complexes et d’écrire un programme plus efficace que celui déja implémenté sous
MatLab qui utilise des structures de données simples pour la mémorisation des calculs

intermédiaires et des structures en décomposition.
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